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摘要 余剩余格理论是研究逻辑代数系统的重要工 具
,

而余剩余格 的代数结构本身就具有普遍

性和代表性
.

文中对余剩余格的定义和性质进行研 究
,

给 出了余剩余格 的特征定理
,

并且引入 正

则余剩余格的概念
,

进而讨论 了正 则余剩余格的特征定理
,

同时证 明 了正 则余剩余格 与正 则剩余

格的一致性
,

最后
,

基于正 则余剩余格的特征定理 给出了几 类逻辑代数系统的等价刻画
.

关键词 余伴 随对 余剩余格 剩余格 正则余剩余格 多值逻辑

众所周知
,

多值逻辑系统与相应 的代数 系统的

研究是紧密相关的
.

早在 1 9 5 8 年
,

著名逻辑学家

C h a n g 为解决 L u k as ie w ic z 多值逻辑 系统的完备性

而引 人 了 M V 代 数 的 理 论 并 成 功 地 证 明 了

L uk
a s ie w ic z

系统的完备性 lj[
.

不同的多值逻辑系统

对应着不同的逻辑代数系统
口一 5〕

,

基 于三角模 的剩

余格理论是研究这些逻辑代数系统 的重要工具比
5习

.

有关各 类 逻辑 代 数 系统 的研 究 已 取 得 了 丰硕 成

果 〔 1一川
,

这些研究成果既促进了多值逻辑的发展
,

又丰富了代数学的内容
.

我们曾基于三角余模 引人

了余伴随对 (①
,

0 ) 进而提出余剩余格理论
1 , ,

为

研究多值逻辑代数 系统提供 了又一有力工具
,

而且

余伴随对的性质在形式上与 ( +
,

一 )
,

( 只
,

令 )这

些伴随算子有着某些一致性
,

可 以看作是它们在格

上的自然推广
.

本文的 目的在于系统的研究余剩余

格的代数结构及其特征
.

1 预备知识

我们首先给出余伴随对和余剩余格的定义
.

定义 1` ,
设 尸 是偏序集

,

称 P 上的二元运算

2 0 0 4一 0 6一 1 8 收稿
,

2 0 0 4一 0 8一1 6 收修改稿
、
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余剩余格及其应用
.

模糊 系统与数学 ( 已录用 )

①与。 互为余伴随
,

若以下条件成立
:

( 1 ) ①
: 尸 x 尸一 P 是单调递增 的

;

(2 ) 。
: 尸 火 尸~ 尸 是关于第一变量不减的

,

关

于第二变量不增的
;

( 3 ) 。
毛

a① b 当且仅当
。

。 b蕊 a , a ,

b
, `
任 P

.

这时 (①
,

e ) 叫做 尸 上的余伴随对
.

定义 21 )
有界格 ( L

,

V
,

八
,

o ) 叫余剩余格
,

若

(1 ) L 上有余伴随对 (①
,

O ) ;

(2 ) ( L
,

④
,

0) 是带单位元 。 的交换半群
,

这

里 O是 L 的最小元
.

这 时 把 L 记 作 ( L
,

V
,

八
,

①
,

e ) 或 ( L
,

①
,

e )
.

本文把全体余剩余格之类记为 C R L
,

下文总假

设 L 是有界格
,

o
,

1 分别 为 L 上 的最小元和最大

元
,

且④
,

O 是 五 上的二元运算
.

根据定义 1
,

2 我们有以下结论
.

命题 1 ( L
,

①
,

O ) 任 C尺L 的充要 条 件是

V a ,

b
, c

e L

( C l ) ① 是单调递增的
;



自
、

毅并乎选展 第 15卷 第 5期 2 0 0 5年 5月

( CZ )O关于第一变量不减
,

即 a 镇 b 时 a
o

c

镇

b曰
。 ;

( C 3) ④ 关于第二变量不增
,

即 b镇
。
时 a

o
c

镇
a
o b ;

( C 4 ) 。镇 a ①乙当且仅 当 c
o b簇

a ;

( C S ) ① 是结合的
,

即 ( a ① b )①
。
= a① ( b① c ) ;

( C 6 ) ① 是交换的
,

即 a ① b = b①
。 ;

( C 7) ① 是 以 。 为左单位元
,

即 。① a 一 .a

命题 21 )
若 ( L

,

①
,

0 )是余剩余格
,

则

( C S ) a
0 o = a ;

( C g ) ( a ① b )曰 b镇
a
镇 ( a o b )① b ;

( C l o ) a
e 占= o 当且仅当

a
毛 b ;

( C l l)
。

O b镇 a 当且仅当
。
e

a
镇 b ;

( C 1 2 ) ( a e 占) O
。 一 ( a e

。 ) e b ;

( C z 3 ) a
o (占① e ) = ( a o

c )O 占;

( C 1 4 ) ( a 八 b )①
。
= ( a ①

c
) 八 ( b① e ) ;

( C 1 5 ) ( a V b )已
。 = ( a

o
c ) V ( bo

e ) ;

( C 1 6 ) ( a e
。
) O ( bo d )镇 ( a e b )① ( d o

。
)

.

引理 1 设 ( C 4 )成立
,

则 ( C 7 )等价于 ( C l o )
.

引理 2 设 ( C 4) 成立
,

则下列条件等价

( 1 ) ( C S )
,

( C 6 )成立 ; ( 2 ) ( C 1 2 )成立
.

2 余剩余格的特征

O b镇
a ;
若

。

O 占镇
a ,

则 由 ( C 1 4 )及 ( C g )得 。镇 (
。

曰

b) ① b镇
a ① b

.

所以 ( C 4) 成立
.

由定理 2 和引理 1 容易得到下面的

推论 1 ( L
,

①
,

O ) 任 C R L 的充要条件是下

面的等式成立
:

( 1 ) ( ( a① b )④ b ) V a = a ;

( 2 ) a 八 ( ( a o b )① b ) = a ;

( 3 ) ( a 八 b )①。 = ( a①
c
) 八 ( b① c ) ;

( 4 ) ( a V b )④
。
= ( a

o
c ) V ( bo

c
) ;

( 5 ) ( a o b ) O
。 = ( a e

c ) O b ;

( 6 ) o① a = a
·

定理 3 ( L
,

①
,

O ) 任 C R L 的充 要 条 件是

( C I O )
,

( C 1 2 )
,

( C 1 3 )成立
.

证明 必要性显然成立
,

而对于充分性
,

只需

要证 明 ( C 4 )成立 即可
.

由 ( C l o )
,

( C 1 2 )
,

( C 1 3 )知

定理 1 ( L
,

①
,

0 ) 任 C R L 的充要 条 件是

( C 4 )
,

( C I O )
,

( C 1 2 )成立
.

证明 必要性显然成立
.

充分性
:

由引理 1 与引理 2 知
,

( C )S
,

( C 6)
,

( C 7 )显然成立
,

只需证 ( C l )
,

( C Z )
,

( C 3 )成立
.

若 a
镇 b则 V x 任 L

,

由 x ( a ①
。

拼 x 。 。镇 a 得 x

e
c

镇 b
,

即 x 镇 b①
。 .

所 以
a ① 。

镇 b①
。 .

这样 由

( C 6 ) 知 ( C l ) 成立
.

若
a 簇 b 则 V x 任 L

,

由 b e
。

簇 x 拱 b镇 x ①。 得 a

毛 x ①
。 ,

即 a
已

。
镇 x

.

所以
a
o

。
镇 b o

。 ,

故 ( C 2) 成

立
甲

同理可得 ( C 3) 成立
.

定理 2 ( L
,

①
,

O ) 任 C R五 的充 要条件 是

( C g )
,

( C I O )
,

( C 12 )
,

( C 1 4 )
,

( C 1 5 )成立
.

证明 必要性显然成立
.

充分性
:

由定理 1 知
,

只需证 ( C 4) 成立
.

若
。
镇 a④ b

,

则 由 ( C 1 5 ) 及 ( C g) 得 。
O b镇 a( ④ b)

` 镇 a ① b拱
。
O a( ① b) 一

O# ( c
o b ) O

a = O拱
e

o b 越
a ,

即 ( C 4 )成立
.

3 正则余剩余格及其特征

定义 3 设 ( L
,

①
,

O )是余剩余格
,

定义
` : L

~ L
,

a’ 一 I O
a

.

若 V a 任 L
,

a(
`
)

`

一 a 则 称 ( L
, ` ,

①
,

O ) 为正则余剩余格
.

本文 把全体正则余剩余

格之类记为 R 〔!R L
.

定理 4 设 ( L
,

①
,

e ) 任 CR L 则 (L
,

①
,

0 )

任 R C R L 的充要条件是 L 上存在一个一元运算 , 使

得 V a ,

b任 L

( R C I ) 飞 0 飞 = b o
a

.

证明 必要性
:

令
, 一

` ,

则 由 ( C 16 )知

飞 O 飞 一 (1 0 a) o (1 e b) 簇

( 1 0 1 ) ① ( b o
a ) = O ① ( b o

a ) 一 b o
a

.

又因为 ( L
,

①
,

O ) 是 正 则余剩 余格
,

所 以 b -

b(
`
)
`
一 , 飞

, a ~ ( a’ )
`
一 ,
飞

,

这样就有

b o
a 一 , 飞 O

,
飞 镇

飞 e 飞
,

1 ) 见 6 1 7 页脚注 1 )
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故 飞 e飞一 b e
a

.

充分性
:

由 a镇 b#
a
o b一。拼 飞 0飞一 。拱 飞镇

飞 知 勺是逆序对应
.

由 ( C S)知 a
o 。一

a, 所 以 , 飞

。 , 飞一 飞 O
, 1一 10 0一 1

.

又 门飞 一 , 飞 e 。 ) , 飞

曰
, 飞一 1

,

所以 , 飞 一 1
.

由 , O ~ 门 O曰 。 ) , 。④ 飞

一 1 0 0一 1 得飞一 1一 , 飞
.

这样由 , 飞 ) 飞 得 飞镇

o
,

即 , 1一 0
.

再由飞一 1得 飞一 , 刃 所 以 0一 , , .0

于是有

同理
,

l’’ ) 1’’ 0 0’’ 一。
`

。 1 `
一 l e 。 一 1

,

所 以 1’’ 一 1 -

0’
.

这样由 1’’ ) 0’ 得 1
`

镇。
,

即 1’ 一 0
.

所 以 a’ 一 a’

0 。一 a’ O 1
`

一 I O
a

.

于是 a’’ 一 l e (1 ④ a) 一 0’ O a’

一 a
e o一 。 ,

所以
’

是对合的
.

定义①
: L x 五一 L a ① b一 a(

`

O b)
`

这样

V a 任 L
,

飞 一 飞 0 0 -

飞 O
, 飞 一 飞 曰

a 一 l e
a

.

。
镇

a ① b#
。
燕 a(

`

o b)
`

拱 a’ e b镇
。 `

拱 a(
`

已 b) o
。 `
一 。# a(

`

O
。 ,

) O b 一 。

拱 (
c

o
a ) 曰 b 一 O拱 ( c

已 b ) 曰
a = O

拼
。
曰 b簇 a

下面只需证 1 0 (1 e a) 一 a
.

事实上
,

由 ( C n )得

丫 t 任 L
,

1 0 ( 1已
a ) 镇 t拱

1 曰 t 镇 l e
a
拱 飞 簇 飞拱

a
镇 t

所以 ( C 4) 成立
.

这样 由定理 5 知定理 6 成立
.

定理 7 L 是正则余剩余格当且仅 当 L 是正则

剩余格
.

证明 必 要性
:

若 ( L
, ` ,

①
,

0 ) 是正则余 剩

余格
,

则 a’ 一 l e
a 且 a’’ 一 a

.

令

因此我们证明了 ( L
, , ,

①
,

已 )是正则余剩余格
.

命题 3 设 ( L
, ` ,

①
,

e ) 任 R C R L
,

则 以下性

质成立
:

( 1)
a
O b’ 一 be

“ ` ,

a’ e b一 b’ O
a ;

( 2 ) a 。 乙一 ( a
`

O 占)
` , a

e 乙一 ( a `

① b )
` ;

( 3 ) a `

① a = 1 ;

( 4 ) (乙o
a ) o

a `
= 0

.

定理 5 ( L
, ` ,

①
,

已 ) 任 R C R L 的充要条件是

( C 4 )
,

( C I O )
,

( C 1 2 )
,

( R C I )成立
.

证明 可由定理 4 和定理 1 直接推出
.

定理 6 代数系统 ( L
, ` ,

④ )上存在二元运算①

使 ( L
, ` ,

①
,

0 ) 任 R C R L 的充要 条 件是 ( C l o )
,

( C 1 2 )
,

( R C I )成立
.

证明 必要性显然成立
.

下证充分性
.

a
镇b # a

o b 一 。拼 b’ e a’ 一 。 # b’ 簇
a `

即
`

是逆序

的
.

由 ( C I O )
,

( C 1 2 )知

a ⑧ b 一 a(
,

① 澎)
’ a

一 b 一 (a o b)
`

容易验证 ( L
,

⑧ )是以 1为单位元 的交换半群
.

a ⑧ b 毛
:

目 a(
`

① b’ )
`

镇
。

拱 c’ 曰 b’ 毛 a’

拱
a
镇 ( b e

。 )
`

拱日镇 a’ ① 扩

# b 已
。 簇 a’

拱
a
蕊 b 一

c

所以 (⑧
,

~ ) 是伴随对
.

又 飞 一 a
一 。 一 a( 0 0)

’

-

由 a’’ ~ a 得 门飞 一 a 故 ( L
, , ,

③
,

一 ) 是正则

剩余格
.

充分性
:

同理可得
,

若 L 是正则剩余格则 L 是

正则余剩余格
.

a
e o ) ④ a = ( a

e
a ) 。 O = 0 0 0 = O 即 a

e o 毛
a

因为 ( a
已 ( a o o ) ) 0 0 = ( a e o ) 0 ( a 曰 O ) = O

,

所以 a

O ( a O O) 一 。
,

即 a 簇 a
e o

.

这就有 a 一 a ⑨ 0
.

再 由

( C l o )
,

( C 1 2 )知 ( o
`

0 1 `
) e o `

一 ( o
`

0 0 `
)。 z `

一 0 0

1 `
一 0

.

所以

0’ ) 0’ O 1 `
一 1 0 0 一 1 即 0’ 一 1

4 几类逻辑代数系统的余剩余格表示

定理 7 说明正则余剩余格和正则剩余格是一致

的
,

今后就不再 区分 L 是正则余剩余格和 L 是正则

剩余格
,

L 上 自然存 在①
,

e
,

⑧
,

~
, `

运算
,

且

满足定理 7 证明 中给 出的关系
.

我们知道
,

B OO le

代数
,

H cy it gn 代数
,

M V
一

代数
,

R 。

代数
,

基础 0R

代数都是正则剩余格
,

所 以 它们 都是 正则余剩余

格
.

下面我们基 于余剩余格 的形式给出 M V
一

代数
,

基础 R 。

代数 的等价刻画
.

定理 8 ( L
,

O ) 是 M V
一

代数的充要条件是 以

下性质成立
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( ) l
a镇 b 当且仅当

a
ob 一 。 ;

( 2) ( a
eb ) 已

。 ( =a
o

e
) eb ;

( 3 ) ( 1④ a)O ( I O b ) =b o
a;

( 4) a八b =a
e( a

eb )
.

证明 由定理 7知必 要性成立
.

由定 理 6 知
,

性质 ( 1) 一 ( 3) 说明 ( L
, ` ,

0 ) 是正则余剩余格
,

这

里 a’ 一 1已
a , a 任 L

.

由文献 [ 1 3」知满足条件 a V

b一 ( a
~ b) ~ b 的正则剩余格就是 M V

一

代数
.

由定理

7 的证明易知性质 ( 4) 等价于该条件
,

所 以 ( L
,

0 )

是 M V
一

代数
.

定理 9 ( L
,

e
, `
) 是基础 R 。 一

代数的充要条件

是 以下性质成立

( 1) a 簇 b 当且仅当
a
o b一 O ;

( 2 ) ( a ④ b )O
` = ( a o

。
) e b ;

( 3 ) a `

O b
`

= b e
a ;

( 4 ) a
o (西V

。
) = ( a e 占) 八 ( a o

c
)

.

证明 由定理 7 知必 要性成立
.

由文献 [ 7」知

满足条件
a
一 b( V 。 ) 一 a( ~ b) V a( 一

。
) 的正则剩余

格就是基础 R 。 一

代数
,

由定理 6 和定理 7 易知性质

l( )一 (4 ) 等价于上述条件
,

所 以 ( L
,

e
, `

) 是基础

R 。 一

代数
.

事实上
,

我们如果在定理 9 的 4 条性质 的基础
_

L增添一个条件 ( a o b ) A ( ( a 八 b `
) e ( a o b ) ) = o

,

那么 ( L
,

O
, `
)就是 R

。 一

代数
.

剩余格和正则余剩余格公理系统 的独立性 以及它们

的构造
,

我们将另文讨论
.

同时
,

余伴随对 (①
,

e )又是 ( +
,

一 ) 在格 L

上的推广
,

( L
,

①
,

0 ) 的性质是具有普遍性和代

表性的
,

从这一点来看
,

今后 的研究仍然是令人期

待和富有挑 战性 的 如何在 ( L
,

④
,

O ) 上引人 度

量甚至建立拓扑结构就是值得我们进一步探讨和研

究 的课题
.

参 考 文 献

5 结束语

余剩余格理论为我们研究逻辑代数系统提供 了

另一工具
,

本文对余剩余格和正则余剩余格的概念

和性质进行研究
,

得到 了余剩余格和正则余剩余格

的几个特征定理
,

并且论证 了正则余剩余格与正则

剩余格的等价性
,

这将有助于我们深人了解余剩余

格的代数结构和众多逻辑代数系统的结构
.
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